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Lenstra [Invent. Math. 36 (1977) 237-254) has proved that a number field 
possessing sequences of integers whose differences are units, having a big enough 
length with respect to the discriminant of the field, is Euclidean. In this paper, we 
use this result to construct some new Euclidean fields; suitable sequences are 
obtained by using points of finite order on some elliptic curves. 
Soient K un corps de nombres, 6, son anneau d’entiers et 0: le groupe 
des unites de OK. 
On dit que K est euclidien (pour la norme) si, a tout couple (a, b) 
d’kliments de O,, avec b # 0, on peut associer un couple (q, r) d’tlkments de 
OK tel que a = bq’+ r, avec IN(r)1 < IN(b N dksignant la norme de K sur 
cl!. 
Posons zi prksent: 
M(K) = sup(m( 3w, ,..., 0, E c),, tels que w, - oj E 02, Vi, j, 1 < i < 
j < m) et plus glnkralement, pour k > 1, 
M,(K)=sup(ml~w,,...,w,E O,, tels que, de tout (k + I)-uplet d’indices 
distincts h(O), h(l) ,..., h(k) E { 1, 2 ,..., m), on puisse en extraire deux, h(i) et 
h(j), vkrifiant O*(i) - whci) E D,K* }. 
On a ividemment M,(K) = M(K). D’autre part, en remplaqant la suite 
par la suite 
w, , w2 ,..., w, 
0, 1, w3--1 Wttt--WI 
w2 - 0, ‘...’ w2 - w, * 
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on voit que l’inegalite M > 3 est kquivalente B l’existence d’une unite E de K 
telle que 1 - E soit encore une unite. Une telle unite est dite exceptionnelle. 
Les unites exceptionnelles d’un corps de nombres one ete btudiees par 
Chowla [3] et Nagell [9], qui ont notamment dtmontre qu’il n’existe qu’un 
nombre tini d’unites exceptionnelles, pour un corps de nombres don&. 
Lenstra [7] demontre le resultat: soit K un corps de nombres, de 
discriminant dK, de degre n, ayant r places reelles et s places ima inaires; il 
existe une constante a,,, telle que l’inegalite M,(K) > ka,,, s” Id, ( entraine 
que K est euclidien (pour k = 1, on peut utiliser des constantes a, ne 
dependent que de n). 
Ce theoreme permet a Lenstra de trouver 132 nouveaux corps euclidiens, 
de degri compris entre 4 et 8. Nour montrons ici comment en obtenir 
quelques autres, par ce pro&de, en utilisant certaines proprietes des points 
d’ordre lini des courbes elliptiques. En effet, &ant donnee une courbe ellip- 
tique E d’invariantj, munie dun point P d’ordre N, Kubert [5] considbre les 
expressions (x(aP) - x(bP))/(x(cP) - x(dP)), oi x est une fonction 
convenable sur la courbe, et a, b, c, d des entiers, et montre que l’on obtient 
ainsi des unites sur l’anneau Z [j,]. 
En combinant ce resultat et celui de Lenstra, on trouve de nouveaux corps 
euclidiens, dont un de degre 10. 
Le premier paragraphe est consacrl aux courbes definies sur Q, i 
invariant entier. Dans le second, nous &tendons les resultats obtenus i des 
courbes a invariant quelconque, non necessairement definies sur Q La 
methode employee necessite la connaissance de certaines equations aflines 
des courbes modulaires X,(N), classifiant les courbes elliptiques munies d’un 
point d’ordre N. Pour notre propos, il est preferable d’obtenir des equations 
ou le degre en l’une des variables est le plus bas possible. 11 est done nature1 
de se demander pour quelles valeurs de N la courbe X,(N) est hyperellip- 
tique. Nous resolvons ce probleme dans l’appendice: X,(N) est hyperellip- 
tique si et seulement si son genre est igal a 2, c’est-a-dire pour N = 13, 16 
et 18. 
1. COURBES A INVARIANT ENTIER 
Dans tout ce qui suit, N designe un numbre premier 27. 
Soit E une courbe elliptique dtfinie sur un corps k de caracteristique nulle, 
et soit 0 son element neutre. On note x une fonction de degrb 2 sur E, ayant 
un pole double en 0. Toutes les autres fonctions de ce type sont alors de la 
forme ax + fi, avec a # 0. 
En particulier, si A E Aut(E), groups des automorphismes de E, x 0 il reste 
de degrt 2, avec un pole double en 0. 11 existe done a et /3 tels que x 0 A = 
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ax. + /I. Si P est un point d’ordre N de E, et si a, b, c, d sont quatre entiers 
modulo N, avec a f *b et c $ &d, posons, avec Kubert: 
P(a, b, c, d) = 
x(aP) - x(bP) 
x(cP) - x(dP) * 
Nous obtenons ainsi un nombre algibrique sur k, clairement independant du 
choix de x, et, si ,I E Aut(E), 
Done: 
@P)(a, b, c, d) = P(a, b, c, d). 
PROPOSITION 1. Si F designe la courbe, deynie sur k, quotient de E par 
son groupe d’automorphismes, et h la projection, (definie sur k) de E sur F, 
on a: 
P(a, b, c, d) E k(W)), 
k(h(P)) designant le corps de rational&! du point h(P). 
Notons que F est de genre 0, isomorphe sur k a la droite projective. 
D’autre part, k ttant de caracdristique differente de 2 et de 3, le groupe 
Aut(E) est cyclique, d’ordre 2,~ Cgal a 2, 4 ou 6. Le projection h de E sur F 
est alors proportionnelle a xz, x,, &ant une fonction convenable de degre 2 
sur E, ayant un pole double en 0. En particulier, si 
AutE={il}, p(a b c d) = W’) - WP) , , , 
h(cP) - h(dP) ’ 
DEFINITION. Soit E une courbe elliptique munie d’un point P d’ordre N. 
Nous dirons que le couple (E, P) est une unite pour le corps de nombres K 
si: 
(1) E est definie sur K; 
(2) Vu, b, c, d E Z, a f *b et c f kd mod. N, P(a, 6, c, d) est une unite 
de K. 
Remarquons que cette definition n’implique pas que le point P soit 
rationnel sur K. 
PROPOSITION 2. St’ (E, P) est une unite’ pour K, M(K) > (N - 1)/2. 
En effet, il sufftt de considerer la suite: 
0 1 43P) -x(P) x(((N - 1)/2) PI - x(P) 
’ ’ x(2P) - x(P) ‘***’ x(2P) - x(P) * 
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Appliquons a present ce qui precede aux courbes elliptiques E a invariant 
modulaire j, entier. D’apres Kubert et Lang [4], les P(a, b, c, d) sont des 
unites sur Z [ jE]. 
Dow si j, est un entier algtbrique, ce sont des unites algebriques. Par 
suite: 
TH~OR~ME 1. Soit E une cow-be elliptique dt!!nie SW k, ri invariant 
entier. Soit P un point cfordre N de E, et K = k(h(P)). Alors 
M(K) > (N - 1)/2. 
Ceci s’applique en particulier aux courbes a multiplications complexes: 
soit k un corps quadratique imaginaire, de discriminant S, de nombres de 
classes 1. Soit E une courbe elliptique admettant l’anneau des entiers de k 
comme anneau d’endomorphismes. Son invariant modulaire est alors dans Z. 
Si N se decompose dans k en N = nii, il existe un point P d’ordre N de E tel 
que K = k(h(P)) est le corps de rayon 7t au-dessus de k (voir [ 13) pour les 
details). 
Calculons le discriminant A de K sur Q. 
Si m = [K: k], on sait que m = (N - 1)/p, ,U etant le nombre de racines de 
l’unitt de k. Done: 
~=6 si 6=-3, 
=4 si 6 = -4, 
=2 sinon. 
Le discriminant relatif de K sur k est alors n*-‘, l’extension &ant 
moderement ramifiie, et 1 A ) = 16 1”’ Nm- ‘. 
D’autre part, d’apres le thloreme 1, M(K) > (N - 1)/2. I1 reste a voir pour 
quelles valeurs de 6 et de N on a l’inegalite (N - 1)/2 > a, fl, avec 
n = [K:Q]. . 
Voici la table des valeurs de a,, donnies par Lenstra [7]: 
n12 3 4 5 6 1 8 9 10 
a, 1 0.58 0.29 0.14 5.8x10-’ 2.5x10-’ 9.9~10-~ 3.96x10-j 1.6~10-~ 6.1 x IO-’ 
On obtient alors les resultats suivants, dans lesquels i2 = -1, p3 = 1, p # 1: 
k N IAl 
N-l 
n %ml 7 
Q(i) 13 26 13* 6 2.5 6 
Q(i) 17 2% 173 8 4.43 8 
WP) 13 32 13 4 1.42 6 
33 192 6 2.37 9 
35 314 10 9.14 15 
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Le dernier corps, de discriminant 3 5 - 3 l4 et de degre 10, est un nouveau 
corps euclidien. Le seul autre corps euclidien de degrl 10 connu auparavant 
est a([,,), le corps des racines 11 emes de l’uniti, trouvt par Lenstra i l’aide 
d’autres methodes [ 61. 
Les quatre autres corps ligurent dans les tables de Lenstra [7]. 
Certaines autres courbes elliptiques, definies sur 0, a invariant entier, 
permettent igalement d’ameliorer nettement certaines minorations donnees 
par Lenstra. 
Considerons par exemple les deux points rationnels non triviaux de la 
courbe moulaire X,(37) [8, 141. 11s correspondent a deux courbes elliptiques 
E, et E,, reliees par une 37-isogenie. Ces deux courbes ont un invariant 
entier, ont mauvaise reduction, de type additif, en 5 et 7, et bonne reduction 
partout ailleurs. 
Si P, (resp. PJ engendre le noyeau de l’isogenie de E, sur E, (resp. de E, 
sur E,), on sait [ 12, p. 3131 que l’une des deux extensions cycliques 
L, = Q(P,) ou L, = Q(P,) est non ramifiee en 37. Appelons la L = Q(P). 11 
est facile de voir, en utilisant [ 12, p. 3 121, que le groupe d’inertie en 7 (resp. 
5) a comme ordre 6 (resp. 4). D’autre part, le degre de L divise N - 1 = 36, 
et L est non ramiliee en dehors de 5 et 7. Comme L est une extension 
abelienne de Q, modertment ramitiee en 5 et 7, elle est contenue dans a(<,,), 
qui est de degre 24 sur Q. 
Par suite, L est de degre 12 sur Q. Pour obtenir K = Q(h(P)), il faut 
considerer l’unique sous-corps d’indice 2 de L, qui est done K = a({, + c5, 
[, + c,), totalement reel, cyclique, de degrt 6. C’est le corps totalement reel 
de degrl 6 qui possede le plus petit discriminant. Lenstra dans [7], exhibe 
une suite de 17 entiers de K bien choisis, impliquant que M, > 17. Lc terme 
en ar,s a &ant approximativement 8,46, cela prouve que K est euclidien. 
Par contre, la minoration maximale qu’il obtient pour M, est 8 GM,, alors 
que nous avons ici: 
37- 1 
-= 18<.,, 
2 
ce qui evite de faire appel a M, pour montrer que K est euclidien. 
2 
Rappelons qu’une unite u d’un corps de nombres K est dite exceptionnelle 
si 1 - u est encore une unite de K. On peut caractiriser, en termes d’unitis 
exceptionnelles, les couples (E, P) qui sont des unites pour K. Plus 
precidment : 
128 JEAN-FRANCOIS MESTRE 
TH~ORBME 2. Soit E une courbe elliptique a%finie sur K, munie d’un 
point P rfordre N rationnel sur K. Le couple (E, P) est une unit6 pour K si et 
seulement si il existe des entiers a, b, c modulo N, tels que P(a, b, a, c) est une 
unite’ exceptionnelle de K. 
Montrons que, s’il existe a, b, c tels que P(a, b, a, c) est une unite excep- 
tionnelle, alors (E, P) est une unite pour K (l’implication inverse &ant 
triviale). 
Soient v une place non archimldienne de K, et K, le complete de K par 
rapport i u. Comme 1 - P(a, b, a, c) = P(b, c, a, c), il faut montrer que la 
condition u(P(a, b, a, c)) = u(P(b, c, a, c)) = 0 entraine, pour x, y, z, t dans Z 
tels que x f f y, z & it, mod N, u(P(x, y, z, t)) = 0. 
Si u(j,) 2 0, c’est evident, d’apres le rtsultat de Kubert et Lang cite dans 
le paragraphe 1. Supposons done u(j,) < 0. Pour calculer u(P(x, y, z, t)), 
nous employons la methode de Kubert [5]. 
La reduction de E en u est potentiellement multiplicative. Done, en 
remplakant eventuellement K, par une extension finie convenable, on peut 
supposer que E est isomorphe sur K, a son modele de Tate G,/q’ [ 111. 
Ainsi, a tout point x de E nous associons x* E G,/q”. Le groupe des 
points d’ordre N de E s’identifie au groupe (cN, qllN), engendre par une 
racine N-ieme de l’unite et par q VN Si x est un Clement de ce groupe, il existe .
des entiers a, et a,*, et des rationnels positifs vi et v, strictement inferieurs i 
1, tels que: 
Posons avec Kubert val x = u(q) x inf(u,, uJ. Alors, 0 < val x < ju(q). 
Notons que val x n’est evidemment pas une valuation. 
D’autre part, la fonction qui au point Q de E associe x(Q) - x(aP) peut 
s’exprimer, sur le modele de Tate de E dans K,, comme combinaison 
multiplicative de fonctions 0 convenables. 11 est alors facile de calculer la 
valuation de P(a, b, a, c): si ax, b”, c* sont les images de aP, cP sur le modele 
de Tate de E, on trouve [5, p. 2031: 
u(P(a, 6, a, c)) = min(val(a’), val(bx)) - min(val(a”), val(?)). (1) 
Supposons a present val(P”) > 0. Dans ce cas, val(aX), val(b”) et val(c’) sont 
non nulles, et deux a deux distinctes. 
Six cas peuvent se presenter, pour lesquels nous indiquons les valeurs 
respectives de u(P(a, b, a, c)) et de u(P(b, c, a, c)): 
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@(a, b, a, c) u(P(b, c, Q, c)) 
val ax < val b” < val cX 0 
val uX < val cX < val b” 0 
val b” < val uX < val cX val(b”) - val(u”) 
val 6” < val cX < val uX val(b”) - val(c”) 
val cX < val uX < val b” val(ux) - val( cX) 
val cX < val b” < val ux val(b”) - val(c”) 
val(b”) - val(ux) 
val(?) - val(uX) 
val(F) - val(u*) 
val(b”) - val(F) 
0 
0 
On ne peut done avoir simultanement v(P(u, b, u, c)) = u(P(b, c, u, c)) = 0. 
Done val(P”) = 0; il est clair qu’alors val((JP)“) = 0 pour tout entier 1. 
Soient maintenant quatre entiers x, y, z, t, x f f y et z f ft mod N. Alors, 
fyx, Y, z9 t> = - P( Y, 4 Y, z) 
P(z, Y, z, t) ’ 
et, d’apres la formule (1): 
W( Y, x, y, z)) = u(P(z, y, z, t)) = 0. 
Done u(P(x, y, z, t)) = 0, ce qui dtmontre le Thloreme 2. 
Ce resultat va nous permettre d’appliquer la Proposition 2 du 
paragraphe 1 a des courbes elliptiques plus gentkales que les courbes i 
invariant entier. 
Si l’on quotiente le demi-plan de Poincarl par le groupe T,(N) = 
{XE SL,(Z)/X= (; ; ) mod NI, on obtient la courbe Y,(N), classifiant les 
courbes elliptiques E munies d’un point P d’ordre N. Deux tels couples 
(E, P) et (E’, P’) sont identifies s’il existe un isomorphisme de E sur E’, 
defini sur C, transformant P en P’. 
En compactifiant convenablement Y,(N), par l’adjonction de (N - 1) 
“pointes” (cusp points) correspondant a des cubiques degentrees de type 
multiplicatif, on obtient la courbe algebrique projective X,(N), detinie sur Q 
Cette courbe cfassifie done (aux pointes p&s), les courbes elliptiques munies 
d’un point d’ordre N, et ceci de maniere compatible avec la rationalite: si 
(E, P) correspond a un point de X,(N) rationnel sur un corps de nombres K, 
il existe (E’,P’), isomorphe sur C a (E,P), tel que E’ est une courbe ellip- 
tique dlfinie sur K, et P’ est un point d’ordre N de E’ rationnel sur K [3b]. 
Montrons qu’il existe un critere simple permettant de reconnaitre si un 
point (E, P) de Y,(N) est, ou non, une unite pour un corps de nombres K. 
THJ~OR~ME 3. II existe un mod&e plan (en g&Gal uuec singularit&) de 
X,(N) d’kquution afine F(X, Y) = 0, tel que, si (E, P) correspond au point 
(x, y) de K’, les trois &on&s suiuunts sont kquiuulents: 
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(i) (E, P) est une unite’ pour K, 
(ii) x est une unitP exceptionnelle de K, 
(iii) JJ est une unite’ exceptionnelle de K. 
Pour trouver une equation plane de X,(N), nous employons la methode de 
Billing et Malher [ 21, moditiee par Kubert [ 5, p. 2 171. 
Si E est une courbe elliptique defkie sur K, elle admet un modele plan d’e- 
quation: 
~~*+u,xy+a,y=X3+a*x2+a,x$a,, les a, etant dans K. (2) 
D’autre part, les cubiques K-isomorphes a E ayant ce type d’equation 
s’obtiennent i partir de (2) en posant: 
x’ = u*x + r, 
y’ = u”y + su*x + t 
(3) 
avec Y, s, t, u dans K, u # 0. 
Soit P un point de E, rationnel sur K, distinct de l’llement neutre (ici le 
point a l’infini) et des points d’ordre 2 et 3. 
La tangente en P a E n’est done pas parallele a l’axe des ordonnees, et l’on 
peut effectuer un changement de variables du type (3) de facon que P 
devienne I’origine du plan, et la tangente en P a E l’axe des abscisses. 
On trouve ainsi une nouvelle equation: 
y* + a, xy + a3 y = x3 + u*x*. (4) 
D’autre part, P n’etant pas d’ordre 3, u2 est different de 0. On peut done 
effectuer un nouveau changement de variables du type (3), avec r = s = t = 0 
et u = u3/u2; (4) devient alors: 
Pour obtenir une equation de X,(N), il s&it a 
P(0, 0) est d’ordre N, ce qui fournit une relation 
Posons maintenant : 
Le calcul montre que 
x= P(2, 1,3, l), 
Y= P(2, 1,4, 1). 
present d’ecrire que le point 
F,(u,,a,)=Oentrea, eta,. 
X=a2, y= (a,- I)* 
a,-- 1 a,-a, + 1 
et az=YX(X--l), U,=l+Y(X-I). 
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Le changement de variables (at, a*) t) (X, Y) &ant birationnel, on trouve 
ainsi une nouvehe equation F(X, Y)= 0 de X,(N). II est clair, d’aprb le 
Thtoreme 2, que (E, P) est une unite pour K si et seulement si X (resp. Y) est 
une unite exceptionnelle de K. Le thtorime 3 est done dimontre. 
11 semble loisible, a partir de ce risultat, de chercher une rtciproque a la 
Proposition 2 du paragraphe 1: si, pour un corps de nombres K, on a 
M(K) > (N- 1)/2, N &ant un nombre premier superieur ou egal i 7, existe- 
t-i1 un point de X,(N) tel que le couple (E, P) correspondant soit une unite 
pour K? La rlponse est non en generaI; on peut montrer que pour N = 11, 
on n’obtient jamais de corps cubique par cette methode, alors que pour le 
corps K de discriminant -23, on a M(K) = 5. 
Neanmoins, pour N= 7, la reponse est positive. 
PROPOSITION 3. Soit K un corps de nombres. Les deux conditions 
suivantes sont kquivalentes: 
(i) K posst!de une unit& exceptionnelle (i.e., M(K) > 3), 
(ii) il existe une cow-be elliptique E d&nie sur K, posskdant un point 
dordre 7 rationnel sur K, tel que (E, P) est une unite’ pour K. 
(ii) * (i) est clair d’apres la Proposition 2. 
Reciproquement, soit u une unite exceptionnelle de K. L’tquation de X,(7) 
obtenue par la methode exposee ci-dessus est X - Y = 0. Considerons done 
le point de X,(7) correspondant au couple (a, u); E a ici comme equation 
y*+ [I -u(u- l)]xy-u2(u- l)y=x3-u2(u- 1)x2, 
de discriminant 
D = u’(u - 1)’ (u3 - 824’ + 5u + 1). 
Le corps de decomposition de u3 - 8u2 + 5u + 1 est le corps 
K, = a(& + 4,). Done, si K # K,, E est une courbe elliptique, et, si 
P = (0, 0), (E, P) est une unite pour K. 
Si K = K,, E est une cubique deginerle si u est solution de u3 - 8u2 t 
524 t 1 = 0. 11 suffit alors de remplacer u par l/u, qui est toujours une unite 
exceptionnelle de K, , et qui n’annule pas le polynome non symitrique 
x3 - 8x* t 5x + 1. La courbe E correspondante est done une courbe ellip- 
tique, ce qui acheve la demonstration de la Proposition 3. 
Appliquons a present le Theoreme 3 i quelques valeurs de N. 
(1) N= 11 (A4>5) 
Posons 7, = P(2, 1,5, 1). 11 est facile de voir que le changement de 
variables (X, Y) er (X, 5,) est birationnel. 
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L’equation de X,(1 1) s’ecrit alors X2 -X= 5: - t:, qui est connue comme 
&ant une equation minimale de cette courbe. 
Je n’ai pas trouve de nouveau corps euclidien It partir de X, (1 l), mais on 
peut parfois ameliorer certaines des minorations de M(K) donnkes par 
Lenstra. Par exemple, soit y une solution de y3 + y - 1 = 0 [7, Table lo]. 
Si 7, = y/(y - I), le corps K = Q(t, , X), de degre 6, totalement imaginaire, 
de discriminant 11 x 3 l*, est euclidien. II figure deja dans la Table 5 de (71, 
mais ici on obtient M(K) > 5 au lieu de M(K) > 3. 
(2) IV= 13 (M26) 
Soient r = 1 - r, et u = (1 - X)/r. Ici encore, le changement de variables 
(X, Y) c) (r, u) est birationnel, et l’on obtient comme equation de X,(13): 
rz + r(u3 - v* - 1) + V(1 - 0) = 0. 
Soit a une racine de a3 - a - 1 = 0 (7, Table IO]. 
En prenant v = a, on trouve le corps K = Q(v, t), de degre 6, de 
discriminant 23* x 109. Ici a,, fl z $77; on obtient ainsi un nouveau 
corps euclidien. D’autre part, I’intersection de X,(13) et de la courbe d’l- 
quation 
Y(V - 1) 
t = u(u - I)(-u3 + 2v2 - u - 1) - 1 
nous permet d’obtenir un corps de degre 7, de discriminant -3 11,071, et d’e- 
quation : 
u’ - 5d’ + 1 Iv5 - 1 lv4 + 2u3 + 6v2 - 4u + 1 = 0. 
Vest un nouveau corps euclidien de degre 7, de signature (1, 6). 
D’autre part, la courbe X,(13) permet de retrouver certains des corps 
euclidiens don&s par Lenstra, avec des minorations de M(K) meilleures que 
celles qui figurent dans les tables de [ 71: on retrouve ainsi le corps 
totalement imaginaire de degre 6 et de discriminant 9747 de la Table 5 de 
[7], avec M(K) > 6 au lieu de M(K) > 3. On retrouve aussi les corps de 
degre 5 et de discriminants -45 11 et -55 19 de la Table 4, le corps de degri 
6 et de discriminant 30 125 de la Table 6, le corps de degre 7 et de 
discriminant -270 607 de la Table 8. 
(3) N= 17 (M>8) 
Posons 
~= l-X(1 $V--2) 
1 -x+ u(u - 1) * 
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Le changement de variables (X, Y) w  (v, 12) est birationnel. L’equation de 
X,(17) que i’on obtient est: 
12v4 + Id(A - 3) + #Iv* + v(A - l)* (A’ - A- 1) - (A - 1)3 = 0. 
Cette valeur de N ne m’a pas permis de trouver de nouveaux corps 
euclidiens, mais permet d’ameliorer notablement certaines des minorations 
des tables de 171. 
On retrouve en particulier les corps de la Table 6, de degrb 6, de 
discriminants 3 1 709, 32 269, 35 125, 35 557, 39 269, et les corps de degrt 8 
de la Table 9, de discriminants 1 342 413, 1 520 789 et 1 578 125. 
(4) N= 19 (M>9) 
Posons ici p = P(2, 1,7, 1) = (1 - X)/v(l - v), ce qui donne a nouveau un 
changement de variables (X, r) ++ (,u, v) birationnel. 
L’equation de X,( 19) que l’on obtient est alors: 
v7p4 + v6$(-5p + 2) + v~,u~(~,B* - 5,~ + 1) + v4p2(2p2 - 6,~ + 3) 
- v3p(u - 1)(9$ - lO#U + 2) + v*&J - 1)(-/f’ + 2/f + 1) 
+v(~-1)~(2~*+3,~-1)-~~(~-1)~=0. 
L’intersection de X,(19) avec la droite d’equation fl= 1 - v nous permet 
d’obtenir le corps K defini par l’tquation: 
de discriminant A = -17* . 16 811 = -4 858 379, de signature 
Ici, a, m z 8, 72. C’est done un nouveau corps euclidien. 
(2,6). 
C’est le seul corps euclidien de degre 8 non totalement imaginaire que l’on 
connaisse. 
Ici encore, il est possible d’ameliorer certaines des minorations de M(K) 
donnees dans [7]. Par exemple, en intersectant X,(1 9) avec la droite ,U = v, 
on retrouve le corps de degrt 5 et de discriminant -45 11 de la Table 4 de 
[7], avec M> 9 au lieu de A42 5. 
APPENDICE 
Nous demontrons ici le resultat suivant: 
THBORBME. La courbe modulaire X,(N) est hyperelliptique si et 
seulement si son genre est igal ci 2, Ye&-dire si N = 13, 16 ou 18. 
Rappelons qu’une courbe alglbrique X, projective, non singulike, de genre 
g > 2 est dite hyperelliptique s’il existe une fonction de degre 2 sur X ou, ce 
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qui est equivalent, si X posskde une involution u telle que la courbe Xv) 
quotient de X par u est de genre 0. Cette involution est alors unique, 
commute avec tous les automorphismes de X, et, si X est definie sur un corps 
K, est elle-meme definie sur K. 
D’autre part, on dit qu’une courbe est subhyperelliptique si elle est 
hyperelliptique, ou de genre < 1. 
Soit X-t Y un revetement galoisien de degre n d’une courbe Y de genre g, 
par une courbe X, hyperelliptique, de genre g,. 
L’involution hyperelliptique u de X commute avec les automorphismes du 
revetement, et induit done une invoIution w  (ou I’identitl sur Y), ainsi qu’un 
revetement X1’) -+ Y(“‘), X”” (resp. Y(“)) designant la courbe X (resp. Y) 
qutientee par u (resp. w). Par suite, YK’) est de genre 0, et Y est 
subhyperelliptique. 
D’autre part, si w  n’est pas l’identitt sur Y, ce qui est toujours le cas 
lorsque g,. > 1, n’ a 2g, + 2 points fixes. Chacun des 2g, + 2 points fixes de 
u induit un point fixe de w, done: 2g, + 2 < n(2gr + 2). Ce qui precede 
s’applique au revetement de degre o(N)/2 de X,(N) sur X,(N) (9 disigne l’in- 
dicateur d’Euler): si X,(N) est hyperelliptique, X,(N) est subhyperelliptique. 
Or. X,,(N) est de genre 0 pour 1 <N < 10 et pour N = 12, 13, 16, 18, 25, et 
de genre 1 pour N= 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36,49. 
D’autre part, Ogg a demontrt [ 111 que les valeurs de N pour lesquelles 
X,(N) est hyperelliptique sont 22, 23, 26, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 37, 39, 40, 
41, 46. 47, 48, 50, 59, 71. 
En outre, X,(N) est de genre 0 pour N < 12, N # 11, de genre 1 pour 
N = 11, 14. 15, et de genre 2 pour N = 13, 16 et 18. Nous allons montrer 
que, pour N = 17 et N 2 19, X,(N) n’est pas hyperelliptique. Le lemme 
suivant utilisant une methode due a Ogg [ll I, permet deja d’eliminer de 
nombreuses valeurs de N: 
LEMME. Supposons X,(N) hyperelliptique; 9(N) dtkigne rindicateur 
d’Euler de N 
N impair =F 9(N) < 12 
! NrO (4) N f 0 (3) * 9(N) < 10 
t 
N=2(4) 
NfOc5j*P(W< 12 
t NrO(4) NfO~5y+~O~ 16 
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Supposons d’abord N impair. Alors la courbe X,(N) a bonne reduction en 
2, et la courbe riduite x,(N) possMe p(N)/2 pointes rationnelles sur F,. Si 
X,(N) est hyperelliptique, 8,(N) l’est aussi, et realise done un revitement a 
deux feuillets de P,(F,); I?,(N) a done au plus 2 X (2 + 1) = 6 points 
rationnels sur IF,. Done v(N) < 12. 
Si N est pair, et si N n’est pas divisible par 3, on considere la reduction 
a,(N) de X,(N) modulo 3; N &ant pair, le nombre de pointes rationnelles 
sur IF, est ([IO]): o(N)/2 + jq(N/2), c’est-i-dire o(N) (resp. iv(N)) si 
Nr 2 (4) (resp. NE 0 (4)). Ici encore, J?,(N) est un revetement i deux 
feuillets de P,(lF,), done contient au plus 2 x (3 + 1) = 8 points rationnels 
sur IF,, d’ou le rlsultat &once dans le lemme. Un raisonnement analogue 
resoud les cas ou N f 0 (5). 
Ce lemme permet d’eliminer les valeurs de N suivantes: { 17, 19, 22, 23, 
25, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 35, 37, 39, 40, 41, 46, 47, 49, 50, 59, 71). 
D’autre part, si G est le genre de X,(N) et g le genre de X,,(N), on a vu 
plus ham que G + 1 < o(N)( g + 1)/2 si X,(N) est hyperelliptique. Cette 
inegalite n’est pas veriflee pour N = 36 et 48, ce qui nous permet d’eliminer 
ces deux valeurs. 
I1 reste done a examiner les cas N = 20, 21, 24, 30. 
Rappelons les resultats de Ogg [lo] concernant la rationalite des pointes 
des courbes modulaires X,(N) et X,,(N): 
A tout diviseur d de N correspondent #d) o(N/d) pointes de X,(N). Si d 
est strictement inferieur i N/2, le corps de rationalite de ces pointes est 
a(&,), le corps des racines d-iemes de l’unid. Si d = N (ou N/2 si N est 
pair), le corps de rationalite de ces pointes est &n(r, + cd). 
Ces pointes se projettent sur les pointes de X,(N), avec un degre de 
ramification Cgal a t = (d, N/d) (le p.g.c.d. de d et de N/d). Le corps de 
rationalite des pointes correspondantes de X,(N) est Sn([,). 
Examinons maintenant le cas ou N = 30. L’involution hyperelliptique de 
X,(30) est I’involution d’Atkin-Lehner [l] w,~. L’image de la pointe ration- 
nelle de X,(30) correspondant au diviseur d = 1 de 30 (la pointe 0) est alors 
la pointe correspondant au diviseur d = 15 de 30. Si X,(30) itait hyperellip- 
tique, l’involution hyperelliptique correspondante induirait necessairement 
l’involution hyperelliptique de X,(30). Elle Cchangerait done les 4 pointes de 
X,(30), correspondant audiviseur d = 1 de 30, et les 4 pointes de X,(30) 
correspondant au diviseur d = 15 de 30. Le corps de rationalite des 
premieres est Q!, alors que le corps de rationalite des secondes est 
Q!([,, + c,,). Or l’involution hyperelliptique de X,(30), si elle existait, devrait 
etre delinie sur Q, d’ou une contradiction. Done, X,(30) n’est pas hyperellip- 
tique. 
La courbe X,(21) a 6 pointes rationnelles sur Q!, et 6 pointes rationnelles 
sur Q(eZxV ‘), correspondant au diviseur d = 3 de 2 I. 
Or X,(21) a bonne reduction en 2; si x,(21) designe la courbe reduite sur 
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F, , on sait que les pointes de a,(2 1) correspondent bijectivement a celles de 
fi(21). Done 2,(2l)(ff,) a 12 points au moins. Si X,(21) itait hyperellip- 
tique, x,(21) le serait aussi, et serait un revctement a deux feuillets de 
P1(ff4). Done x,(21) aurait au plus 2(4 + 1) = 10 points rationnels sur F,. 
Done, X,(21) n’est pas hyperelliptique. 
Dans les deux cas restants, X,(20) et X,(21), les pointes de X,(N) sont 
toutes rationnelles sur Q, et sont les uniques points rationnels de X,(N). Si 
X,(N) etait hyperelliptique, I’involution w  induite sur X,,(N) par I’involution 
hyperelliptique u de X,(N) aurait 4 points fixes, et serait difinie sur Q. Or 
X,(20) (resp. X,(24)) a 6 points rationnels sur Q (resp. 8 points). Done, 
dans ces deux cas, w  permuterait au moins deux pointes, correspond a d et 
d’, et u permuterait les deux libres de X,(N) correspondantes, ce qui exige 
que le corps de rationalite des points de ces fibres soit le m&me. Or un rapide 
examen montre que, dans les deux cas N = 20 et N = 24, les seules tibres 
ayant m&me corps de rationalite sont celles correspondant a d = 1, d’ = 2, ou 
d = 3, d’ = 6. Mais la fibre correspondant a d= 1 ou d= 3 a 4 points, et 
celle correspondant i d’ = 2 ou d’ = 6 a 2 points; v Ctablirait done une 
bijection entre deux tibres qui n’ont pas le meme cardinal, ce qui est 
impossible. 
Done X,(20) et X,(24) ne sont pas hyperelliptiques, ce qui clot la 
demonstration de la proposition. 
Remarque. Plus genbalement, une methode analogue i celle qui permet 
de demontrer le lemme donne une minoration du degre minimal d d’une 
fonction sur X,(N) definie sur Q. 
Soit f une fonction de degre d sur X,(N), definie sur Cl!. Son diviseur s’ecrit 
D - D’, avec D et D’ ) 0, et deg D = deg D’ = d. Si S = Spec Z [ l/N], X,(N) 
a un modele lisse sur S, note X,(N)/S. Soit L@’ le diviseur de Cattier obtenu 
en prenant la cloture de D’ dans X,(N)/S; l’existence de f montre que 
dim H”((X,(N)/Q; B(D’)) > 1; p &ant un nombre premier de divisant pas N, 
la propriete de semi-continuid superieure du @ par changement de base 
(EGA III, 7-7-5, I), appliquee au changement de base Spec(F,)+ S montre 
que dim @((X,(N)/F,; S(La’)) > 1. Done X,(N)/lF, est un revktement a d’ 
feuillets de 9,/F* (d’ < d). 11 s’ensuit que Card X,(N)(lF,) < d(p + 1). En 
particulier, si N est impair, nous obtenons, par la methode du lemme, la 
majoration (p(N)/2 < 3d, soit (o(N) Q 6d. Par example, N = 17 * d > 3; 
N= 19*d>3, N=23=+-d>4, N=29*d>5. 
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